COLEGIUL TEHNIC ‚‚IOAN C. ŞTEFĂNESCU’’ IAŞI
MATEMATICĂ

Suport de curs pentru învăţământ semestrul II
Clasa a XI-a
Prof. Lipovan Nicolae Corneliu
Sisteme de ecuaţii liniare 

· Matrice inversabile din Mn (C), n=2,3 .

· Ecuaţii matriceale.

· Sisteme liniare cu cel mult 3 necunoscute; forma matriceală a unui sistem liniar. 

Metode de rezolvare a sistemelor liniare: metoda Cramer, metoda Gauss.

Elemente de analiză matematică

· Asimptotele graficului funcţiilor studiate: verticale, orizontale şi oblice.

Funcţii continue

· Interpretarea grafică a continuităţii unei funcţii, operaţii cu funcţii continue.

Semnul unei funcţii continue pe un interval de numere reale utilizând consecinţa proprietăţii lui Darboux.

ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL ŞI SISTEME DE ECUAŢII LINIARE
Matrice inversabilă

Fie A = (aij) 
[image: image1.wmf]Î

 Mn (C)

Definiţie: spunem că matricea A este inversabilă în  Mn (C) dacă există o matrice B
[image: image2.wmf]Î

 Mn (C) astfel încât

AB = BA = In 

Notăm B = A-1 şi numim pe A-1 matricea inversă

Teorema: A este inversabilă dacă şi numai dacă det(A)
[image: image3.wmf]¹
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Obs:

1) A inversabilă, atunci A-1 = 
[image: image4.wmf]A

det

1

A*, unde matricea A* se numeşte matricea adjunctă şi este matricea transpusă a complemenţilor algebrici ai elementelor lui A

2) A
[image: image5.wmf]Î

 Mn (Z) este inversabilă dacă şi numai dacă detA = 1 sau detA = -1

UNITATEA DE ÎNVÂŢARE 

ECUAŢII MATRICEALE
I. AX = B unde A
[image: image6.wmf]Î

 Mn (C) ,B
[image: image7.wmf]Î

 Mn,m (C)

Dacă A este inversabilă, atunci X = A-1B
[image: image8.wmf]Î

 Mn,m (C)

II. XA = B unde
[image: image9.wmf]Î

 Mn (C) ,B
[image: image10.wmf]Î

 Mm,n (C)

Dacă A este inversabilă, atunci X = BA-1 
[image: image11.wmf]Î

 Mm,n (C)

III. AXB = C unde A
[image: image12.wmf]Î

 Mn (C), B
[image: image13.wmf]Î

 Mm (C), C
[image: image14.wmf]Î

 Mn,m (C)

Dacă A şi B sunt inversabile, atunci X = A-1CB-1 

Aplicaţii
1)Să se determine matricea inversă pentru fiecare din matricele următoare:

A = 
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; D = 
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2)Să se rezolve ecuaţiile matriceale:

a) A X = B, unde A = 
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b) X A = B, unde A = 
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c) A X B = C, unde A = 
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UNITATEA DE ÎNVÂŢARE
SISTEME DE ECUAŢII LINIARE CU CEL MULT TREI NECUNOSCUTE

Un sistem de ecuaţii în care fiecare ecuaţie este de gradul întâi cu una sau mai multe necunoscute, se numeşte sistem de ecuaţii liniare.
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Un triplet (
[image: image27.wmf]a

,
[image: image28.wmf]b

,
[image: image29.wmf]d

) este soluţie a sistemului (S) dacă, înlocuind necunoscutele x, y, z cu aceste numere, toate ecuaţiile sistemului sunt identic satisfăcute.


Spunem că un sistem este compatibil dacă are măcar o soluţie.


Sistemul este compatibil determinat dacă are soluţie unică.


Sistemul este compatibil nedeterminat dacă are o infinitate de soluţii.


Spunem că sistemul este incompatibil dacă nu are soluţie.

Obs: Dacă d1 = d2 = d3 = 0, atunci sistemul (S)se numeşte sistem omogen.

Metode de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare

I. Metoda matriceală

Sistemul (S) este echivalent cu ecuaţia matriceală AX = B,

unde A = 
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]Î

Mn,3 (C), X = 
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 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]Î

M3,1 (C), B = 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]Î

Mn,1(C) 

şi se numesc: A = matricea sistemului sau matricea coeficienţilor necunoscutelor, X = matricea necunoscutelor,  B = matricea termenilor liberi.

Obs:
dacă A 
[image: image36.wmf]Î

Mn (C) este matrice inversabilă, atunci X = A-1B 
[image: image37.wmf]Î

Mn,1 (C) ; (n=2 sau n=3)

II.Metoda lui Cramer

Dacă A este o matrice pătratică şi det(A)
[image: image38.wmf]¹

0, atunci sistemul (S) se numeşte sistem Cramer.

Teoremă: Un sistem Cramer este compatibil determinat şi are soluţiile date de formulele

x = 
[image: image39.wmf]D
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, y =  
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unde 
[image: image42.wmf]D

 = det(A) , iar  
[image: image43.wmf]D

j este determinantul matricei obţinute din A prin înlocuirea coloanei j cu coloana termenilor liberi.

III.Metoda lui Gauss

(metoda eliminării succesive)

Sistemul (S) se transformă într-un sistem cu o formă triunghiulară sau trapezoidală prin eliminarea succesivă a câte unei necunoscute din ecuaţiile sistemului.

Obs: Dacă în sistemul de ecuaţii adus la forma triunghiulară apar ecuaţii contradictorii, atunci sistemul este incompatibil.

Aplicaţii:
1)Rezolvaţi următoarele sisteme prin metoda matriceală:

a)
[image: image44.wmf]î
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2)Rezolvaţi următoarele sisteme prin metoda lui Cramer:

a)
[image: image48.wmf]î
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3)Rezolvaţi următoarele sisteme prin metoda lui Gauss:

a)
[image: image52.wmf]î
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e) 
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ELEMENTE DE ANALIZĂ MATEMATICĂ

FUNCTII DERIVABILE

	Derivata unei funcţii intr-un punct
	Definiţie
Fie 
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▪Daca exista limita funcţiei 
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	Teorema
Daca f este derivabila in 
[image: image70.wmf]0

x

, atunci f este continua in acest punct.

Consecinţa

O funcţie nu este derivabila in punctele de

discontinuitate.

Observaţie

Reciproca acestei teoreme nu este adevărata.

Exista funcţii continue intr-un punct care nu sunt derivabile in acest punct.

Exemplu
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	Derivate laterale
	Derivata stânga
Fie 
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 punct de acumulare.

▪Daca exista limita stânga a funcţiei 
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	Derivata dreapta
Fie 
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▪Daca exista limita dreapta a funcţiei 
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	Teorema
Funcţia f are derivata in punctul de acumulare 
[image: image90.wmf]0
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 EMBED Equation.3 [image: image91.wmf]Û

f are derivate laterale egale in acest punct.

Consecinţa

 f este derivabila in punctul de acumulare 
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 EMBED Equation.3 [image: image93.wmf]Û
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	Interpretarea geometrica
a derivatei intr-un punct


	Fie 
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▪Daca f este derivabila in
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	Derivata unei funcţii
 pe o mulţime
	Fie 
[image: image112.wmf]D
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o submulţime cu toate punctele de acumulare.
Definiţie

Spunem ca f este derivabila pe E daca f este derivabila in orice punct din mulţimea E.

Definiţie

Funcţia 
[image: image113.wmf]R
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Observaţie

Derivata funcţiei intr-un punct este un număr real, iar derivata funcţiei pe o mulţime este o funcţie.



	Operaţii cu funcţii derivabile
	Fie 
[image: image115.wmf]D
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Teorema(derivarea sumei si a produsului)

Daca f si g sunt derivabile pe E atunci funcţiile
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Teorema( derivarea catului)

Daca f si g sunt derivabile pe E iar
[image: image118.wmf]E
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Teorema(derivarea funcţiei compuse)

Fie 
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Daca f este derivabila pe I iar g este derivabila pe J atunci funcţia 
[image: image122.wmf]f
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[image: image123.wmf](

)

(

)

'

'

'

'

'

'

)

(

)

(

sau

),

(

))

(

(

))

(

(

f

f

g

f

g

x

x

f

x

f

g

x

f

g

×

=

Î

"

×

=

I

.

Teorema(derivarea funcţiei inverse)

Fie 
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Daca f este derivabila pe I si 
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	Derivate de ordin superior
	Derivata de ordinul doi
Fie 
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▪Spunem ca f este de doua ori derivabila in punctul de acumulare
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▪Spunem ca f este de doua ori derivabila pe mulţimea E daca funcţia 
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	Derivata de ordinul n,
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Daca o funcţie f este de n ori derivabila pe E, 
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	Aplicaţie (determinarea ordinului de multiplicitate al unei rădăcini pentru funcţiile polinomiale)
Numărul 
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	Formule utile
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REGULI DE DERIVARE
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TABEL CU DERIVATELE FUNCŢIILOR ELEMENTARE

	Derivata 
	Derivata
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UNITATEA DE ÎNVĂŢARE

ASIMPTOTELE FUNCŢIILOR REALE

Fie f : D
[image: image180.wmf]®

R 

Asimptotă verticală – dreapta de ecuaţie x = a, dacă a
[image: image181.wmf]Î

R este punct de acumulare a lui D şi există cel puţin una dintre limitele laterale: 
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Asimptotă orizontală la (
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) – dreapta de ecuaţie y = b, dacă 
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 este punct de acumulare a lui D şi există:
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Asimptotă oblică la (
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) – dreapta de ecuaţie y = mx + n, dacă 
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 EMBED Equation.3  [image: image193.wmf]x
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Obs.: - Dacă o funcţie are asimptotă orizontală la 
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, atunci ea nu poate avea şi asimptotă oblică 
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· O funcţie poate avea asimptote diferite la (+
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) şi la (-
[image: image200.wmf]¥
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Exerciţii 1) Să se determine asimptotele verticale ale funcţiilor: [image: image201.emf]
2) Să se determine asimptotele orizontale ale funcţiilor:

[image: image202.emf]
3) Să se determine asimptotele oblice ale funcţiilor:

[image: image203.emf]
Studiul funcţiilor cu ajutorul derivatelor
Determinarea intervalelor de monotonie

Teorema

Fie f:R→R o funcţie derivabila pe I. Atunci:

· Funcţia f este monoton crescătoare pe I 
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· Funcţia f este monoton descrescătoare pe I 
[image: image205.wmf]I
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Etapele stabilirii intervalelor de monotonie

· Se calculează derivata [image: image206.png]



· Se rezolva  
[image: image207.wmf]0
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· Se determina semnul funcţiei[image: image208.png]


 pe intervalele pe care aceasta nu se anulează.

Se stabilesc intervalele de monotonie in funcţie de semnul derivatei.

Determinarea punctelor de extrem

Teorema

Fie f:[a, b]→R si 
[image: image209.wmf]Î
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(a, b) un punct de extrem al funcţiei f. Daca  funcţia f este derivabila in punctul x0 atunci
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Stabilirea punctelor de extrem

Fie f:I→R o funcţie derivabila pe I, 
[image: image212.wmf]Î
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Daca pe o vecinătate a punctului x0, in stânga lui x0, derivata f’ este negativa iar in dreapta lui x0, derivata f’ este pozitiva, punctul x0 este punct de minim(local) al funcţiei f.

Daca pe o vecinătate a punctului x0, in stânga lui x0, derivata f’ este pozitiva iar in dreapta lui x0, derivata f’ este negativa, punctul x0 este punct de maxim(local) al funcţiei f.

Determinarea unor inegalități

Aplicaţii care conţin noţiunile învăţate in lecţiile precedente

Determinarea intervalelor de convexitate/ concavitate

Definiţie: Funcţia f:I→R , ( I interval) derivabilă pe I, se numeşte convexă pe I ( respectiv concavă ) pe I, dacă tangenta în orice punct la graficul funcţiei, se află sub ( respectiv deasupra) graficului funcţiei.

Teorema

Fie f:I→R o funcţie de doua ori derivabila pe I. Atunci:

· Funcţia f este convexa pe I 
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Funcţia f este concava pe I 
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Determinarea punctelor de inflexiune

Punctul x0((a, b) se numeşte punct de inflexiune al funcţiei f:[a, b]→R  daca funcţia f este continua in x0, are derivata in x0 si daca intr-o parte a lui x0 funcţia f este convexa(respectiv concava) iar in celalalt parte a lui x0 funcţia f este concava(respectiv convexa).

1) Pentru determinarea intervalelor de convexitate(concavitate), eventual şi a punctelor de inflexiune, parcurgem etapele :

- calculăm f’’.

- rezolvăm ecuaţia f’’(x) = 0.

- cu ajutorul rădăcinilor ecuaţiei f’’(x) = 0, se determină intervalele pe care derivata a doua păstrează semn constant.

- se aplică teoremele enunţate mai sus

2) Condiţia f’’(x0) = 0 (singulară) nu implică faptul că x0 este punct de inflexiune;
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Testul 3
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Testul 4
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Testul 5
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[image: image228.emf]
Testul 11
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Testul 12
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Testul 13
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Testul 14
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Testul 15
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